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 Osilator kuantum anharmonik tidak dapat diselesaikan secara analitik, 
sehingga diperlukan metode lain untuk menentukan energi keadaan dasarnya.  
Pada penelitian ini, energi keadaan dasar osilator anharmonik kuantum 
diperoleh menggunakan metode random walk. Metode ini didasarkan pada 
probabilitas pergerakan acak partikel.  Suku anharmonik yang digunakan 
adalah λx3 dengan memvariasikan nilai λ. Teori gangguan dan metode 
kuantum difusi Monte Carlo digunakan untuk memverifikasi hasil metode 
random walk. Energi keadaan dasar osilator anharmonik kuantum yang 
diperoleh menggunakan metode random walk memilki sesilih maksimum 
sebesar 0,8% dibandingkan dengan teori gangguan dan 2,5 % dibandingkan 
dengan metode kuantum difusi Monte Carlo. 
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 Quantum anharmonic oscillators cannot be solved analytically, so other 
methods are needed to determine the ground state energy. In this research, 
the random walk method solves the ground state energy of a quantum 
anharmonic oscillator. This method is based on random movement particles 
probability. An anharmonic term is used λx3 by varying λ. Perturbation 
theory and diffusion quantum Monte Carlo Method are used to a verified 
result of the random walk method. The ground state energy of quantum 
anharmonic oscillator results from the random walk method a maximum 
difference is 0.8% compared to perturbation theory and 2.5% compared to 
diffusion quantum Monte Carlo Method.  
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I. PENDAHULUAN 
Dalam mekanika kuantum, persamaan Schrödinger memiliki peranan penting yaitu dapat 

mendeskripsikan perilaku gelombang sebagai partikel yang tidak bisa dijelaskan pada mekanika klasik 
(Beiser, 1992). Deskripsi perilaku gelombang sebagai partikel diperoleh dari solusi persamaan 
tersebut. Namun, solusi persamaan Schrödinger secara umum sulit untuk diselesaikan walaupun dalam 
bentuk yang relatif sederhana (Abdy, Ihsan and Dewi, 2021). Salah satu contohnya adalah persamaan 
Schrödinger dengan potensial osilator anharmonik kuantum (Jafarpour and Afshar, 2001). Osilator 
anharmonik kuantum adalah model penting dalam studi banyak masalah dalam fisika (Ivanov, 1998; 
Sharma and Fiase, 2000; Zen and Nuraini, 2020). Namun, berbeda dengan osilator harmonik kuantum 
(Pandiangan, 2005) yang dapat diselesaikan secara analitik, osilator anharmonik kuantum tidak dapat 
diselesaikan secara analitik. Oleh karena itu, diperlukan metode lain untuk menyelesaikan persamaan 
tersebut. 

Salah satu metode pendekatan yang dapat digunakan untuk mendapatkan solusi dari 
persamaan Schrödinger adalah teori gangguan (Floyd et al., 2012; Men, Setianto and Wibawa, 2017). 
Namun, kelemahan dari teori gangguan ini adalah solusi yang diperoleh hanya cocok untuk suku 
gangguan (λ) yang kecil saja. Jika λ yang digunakan besar maka energi koreksi yang ditimbulkannya 
juga besar (Sanubary, Arman and Azwar, 2012).   

Persamaan Schrödinger merupakan bentuk persamaan diferensial parsial orde kedua. Secara 
numerik, terdapat beberapa metode yang dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial 
parsial orde kedua seperti metode beda hingga (Asih, Waluya and Supriyono, 2018), metode elemen 
hingga (Supriyadi, Arkundato and Rofi’i, 2006), metode random walk (Gapar, Arman and Apriansyah, 
2015; Godja, Ihwan and Apriansyah, 2016), dan kuantum difusi Monte Carlo (Wahdah, Arman and 
Lapanporo, 2016). Beberapa metode numerik tersebut tentunya memiliki kelebihan dan kelemahan 
masing-masing. Metode random walk memiliki kelebihan pada kesederhanaan algoritma yang 
digunakan. Pada metode ini, solusi diperoleh berdasarkan probabilitas pergerakan acak partikel dan 
probabilitas partikel tersebut untuk menggandakan diri atau menghilang (Anderson, 2002). 

Pada penelitian ini, persamaan Schrödinger dengan potensial osilator anharmonik kuantum 
diselesaikan secara numerik menggunakan metode random walk. Solusi yang diperoleh berupa energi 
keadaan dasar osilator anharmonik kuantum dengan suku anharmonik λx3. Hasil metode random walk 
akan dibandingkan dengan teori gangguan (Sanubary, Arman and Azwar, 2012) dan metode kuantum 
difusi Monte Carlo (Wahdah, Arman and Lapanporo, 2016). Solusi ditentukan berdasarkan kesesuaian 
hasil yang diperoleh dari metode random walk dengan penelitian sebelumnya. Karena kemudahan 
yang dimiliki oleh metode random walk, metode ini dapat dijadikan metode alternatif untuk 
menyelesaikan persamaan Schrödinger dengan potensial osilator anharmonik kuantum.    

II. METODE 
Menurut Anderson (2002), untuk menafsirkan persamaan Schrödinger dalam istilah random 

walk adalah dengan mensubstitusikan τ = it/ℏ ke dalam persamaan Schrödinger bergantung waktu 
untuk partikel bebas dalam ruang satu dimensi, yang dapat dituliskan sebagai 

   (1) 

dengan t adalah waktu dan ℏ adalah h/2π.  
Solusi umum dari persamaan (1) dapat ditulis sebagai (Gould, Tobochnik and Christian, 2007) 

     (2) 

Untuk τ yang cukup besar, suku yang berpengaruh pada persamaan (2) berasal dari suku yang 
merupakan nilai eigen energi terendah (E0), yaitu: 
         (3) 

dengan E0 dan c0 merupakan nilai eigen dan koefisien energi terendah. Permasalahan yang muncul 
dari prosedur tersebut adalah walker akan menuju ke nol jika E0 > 0 atau meningkat hingga jumlah tak 
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terbatas jika E0 < 0. Untuk menghindari permasalahan ini, E0 dihitung dari potensial referensi, Vref, 
yang disesuaikan untuk mencapai populasi random walker yang steady (Gould, Tobochnik and 
Christian, 2007).  

Persamaan (1) kemudian dapat dituliskan sebagai: 

         (4) 

dengan 
          (5) 

Potensial referensi dapat diestimasikan dari potensial rata-rata dan perubahan jumlah random 
walker selama Δτ sesuai dengan persamaan:  

         (6) 

  dengan N merupakan jumlah random walker yang baru, adalah potensial rata-rata dan a adalah 
sebuah tetapan yang membuat jumlah random walker N tetap konstan. Pengintegralan persamaan (4) 
terhadap x untuk  hingga , serta kondisi dimana suku  dapat diabaikan untuk 

nilai   dan suku    maka persamaan (4) dapat dituliskan sebagai: 

         (7) 

Karena diferensial persamaan (8) terhadap x akan menghasilkan 

           (8) 

maka energi keadaan dasar dapat dituliskan sebagai: 

            (9) 

Selisih diperoleh dengan membandingkan hasil energi keadaan dasar dengan metode random 
walk dengan penelitian sebelumnya. Untuk menghitung selisih digunakan persamaan 

            (10) 

dengan  adalah energi keadaan dasar osilator kuantum anharmonik yang diperoleh menggunakan 
metode random walk dan adalah energi keadaan dasar osilator kuantum anharmonik yang 
diperoleh dari penelitian sebelumnya.  

III. HASIL DAN DISKUSI 
Simulasi ini menggunakan algoritma metode random walk untuk potensial osilator 

anharmonik kuantum, . Parameter input dalam metode random walk ini adalah 

jumlah walker awal (N0), jumlah bins yang merupakan jumlah selang posisi untuk estimasi fungsi 
gelombang keadaan dasar dan panjang langkah (ds) (Gould, Tobochnik and Christian, 2007). 
Parameter input yang digunakan N0=50, jumlah bins=100 dan ds=0,1. Metode ini dapat 
mengestimasikan fungsi gelombang keadaan dasar dan energi keadaan dasar serta menghitung jumlah 
walker pada akhir simulasi.  
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Hasil estimasi fungsi gelombang keadaan dasar osilator anharmonik kuantum untuk beberapa 
nilai λ menggunakan metode random walk dapat dilihat pada gambar 1. 

 

 

Gambar 1 Estimasi fungsi gelombang keadaan dasar osilator anharmonik kuantum untuk 
beberapa nilai λ  

Dari gambar 1 terlihat fungsi gelombang keadaan dasar osilator anharmonik kuantum yang 
diperoleh menggunakan metode random walk untuk beberapa nilai λ memiliki pola yang hampir sama. 
Pada metode ini perubahan nilai λ membuat fungsi gelombang keadaan dasar osilator kuantum 
anharmonik menjadi berubah, namun perubahannya tidak linier. Hal ini terjadi karena metode ini 
didasarkan pada probabilitas pergerakan acak partikel dan probabilitas partikel tersebut untuk 
menggandakan dirinya atau menghilang. Jadi estimasi fungsi gelombang keadaan dasar osilator 
kuantum anharmonik sangat bergantung pada bilangan acak yang dibangkitkan. Puncak fungsi 
gelombang tertinggi terjadi pada λ=0,005 dan terendah pada λ=0,1.  

Estimasi fungsi gelombang keadaan dasar diperoleh dengan menjumlahkan distribusi spasial 
walker pada selang posisi. Pertama walker akan ditempatkan pada posisi  kemudian 
walker akan digerakan secara acak. Walker bergerak secara acak ke kiri atau kanan dengan langkah 
yang tetap yaitu sebesar ds = 0,1. Gerak walker ke kiri atau ke kanan ditentukan oleh bilangan acak, 
apabila bilangan acak yang dibangkitkan < 0,5 maka walker akan bergerak ke kanan selain itu maka 
walker akan bergerak ke kiri. Pada saat walker  bergerak, maka posisi walker akan berubah, posisi 
inilah yang diplot sebagai estimasi fungsi gelombang. Posisi walker ini akan terus berubah sampai 
diperoleh hasil yang konvergen. 

Gambar 2 merupakan estimasi energi keadaan dasar osilator anharmonik kuantum dengan 
metode random walk yang dibandingkan dengan teori gangguan untuk beberapa nilai λ. Dari gambar 2 
terlihat bahwa pada akhir simulasi, energi keadaan dasar osilator anharmonik kuantum yang diperoleh 
dengan metode random walk dan teori gangguan hampir sama. Selisih maksimum terdapat pada λ=0,1 
sebesar 0,8%. 

Estimasi energi keadaan dasar osilator anharmonik kuantum merupakan jumlah seluruh energi 
potensial rata-rata pada tiap langkah Monte Carlo dibagi dengan jumlah langkah Monte Carlo yang 
dilakukan. Energi keadaan dasar ini akan di hitung pada tiap langkah Monte Carlo sampai diperoleh 
solusi yang konvergen.   
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Gambar 2 Estimasi energi keadaan dasar osilator anharmonik kuantum untuk beberapa λ 

Metode random walk sangat bergantung pada bilangan acak yang dibangkitkan sehingga 
solusi yang dihasilkan tidak selalu konvergen. Hal ini disebabkan oleh banyaknya walker yang 
menghilang pada saat simulasi. Dampak dari hal tersebut adalah estimasi fungsi gelombang akan 
berhenti dan energi keadaan dasar menjadi tidak konvergen. Masalah ini dapat dihindari dengan 
melakukan perubahan nilai konstanta a pada perhitungan Vref. konstanta a berfungsi untuk membuat 
populasi walker tetap konstan. 

Kelemahan yang dimiliki oleh metode random walk adalah keterbatasan untuk 
mengestimasikan fungsi gelombang dan energi keadaan dasar osilator anharmonik kuantum. Hal ini 
disebabkan oleh banyaknya walker yang menghilang pada saat simulasi. Tidak terdapat konstanta a 
yang sesuai untuk keadaan ini sehingga sulit untuk membuat jumlah walker tetap konstan. Pada proses 
mengestimasikan fungsi dan energi keadaan dasar osilator anharmonik kuantum ini tidak ada walker 
yang bergerak pada selang posisi yang ditentukan sehingga hasil menjadi tidak konvergen. 
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Energi keadaan dasar osilator anharmonik kuantum yang diperoleh menggunakan metode 
random walk, teori gangguan (Sanubary, Arman and Azwar, 2012) dan kuantum difusi Monte Carlo 
(Wahdah, Arman and Lapanporo, 2016) untuk beberapa  disajikan dalam tabel 1 sebagai berikut 

Tabel 1 Perbandingan metode random walk dengan penelitian sebelumnya 

λ 
Metode  

Random Walk (RW) 
 (ℏω) 

Teori Gangguan (TG)   
(ℏω) 

Kuantum Difusi  
Monte Carlo (MC) 

(ℏω) 

Selisih  
(RW-TG) 

Selisih  
(RW-MC) 

0.001 0.498005 0.499998 0.500300 0.4 % 0.4 % 

0.005 0.497827 0.499965 0.501300 0.4 % 0.6 % 

0.01 0.498578 0.499862       0.502000       0.3 % 0.7 % 

0.05 0.500029 0.496562 0.500900 0.7 % 1.7 % 

0.1 0.490357 0.486250 0.491600 0.8 % 2.5 % 
 
Berdasarkan tabel 1 terlihat bahwa kedua metode memperoleh energi keadaan dasar yang 

hampir sama untuk setiap λ. Metode random walk dan teori gangguan memiliki selisih maksimum 
sebesar 0,8 % , sedangkan selisih maksimum metode random walk dan kuantum difusi Monte Carlo 
sebesar 2,5 %. Dari perbandingan tersebut juga terlihat bahwa pertambahan nilai λ cenderung 
menambah sesilih metode random walk dengan penelitian sebelumnya. 

IV. KESIMPULAN 
Metode random walk sangat bergantung pada bilangan acak yang dibangkitkan sehingga 

solusi yang dihasilkan tidak selalu konvergen. Namun, dengan pemilihan konstanta a yang tepat dapat 
membuat solusi yang dihasilkan menjadi konvergen. Oleh karena itu solusi hanya dapat diperoleh 
apabila energi keadaan dasar yang dihasilkan sudah konvergen. Hasil penelitian menunjukkan bahwa 
energi keadaan dasar osilator kuantum anharmonik yang dihitung menggunakan metode random walk 
dan teori gangguan memiliki selisih 0,8 %, sedangkan selisih maksimum metode random walk dan 
kuantum difusi Monte Carlo sebesar 2,5 %. Berdasarkan hal tersebut dapat disimpulkan bahwa metode 
random walk dapat diterima sebagai solusi.    
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